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Abstract: 

 

  This study introduces a novel probability distribution known as the Beta Transmuted Fréchet Distribution 
(BTFr), which integrates the Rank Transmutation Map (RTM) and Beta Generalized (B-G) techniques with the 
classical Fréchet (Fr) distribution to enhance the capability and flexibility of statistical modeling for complex 
data characteristics (e.g., heavy tails and asymmetric skewness). The proposed distribution encompasses several 
well-known distributions as special cases and is characterized by five parameters, making it more flexible in 
representing asymmetric skewness and heavy tails compared to classical distributions like the original Fréchet 
(Fr) and its common generalizations (BFr, TFr, EFr). The study derives the mathematical properties of the new 
distribution, including survival and hazard functions, moments, quantiles, moment-generating functions, 
random number generation, and order statistics. Parameter estimation is performed using the maximum 
likelihood method (MLE), with the observed information matrix employed to estimate approximate variances 
of the estimators and construct confidence intervals. A simulation study evaluates the performance of the 
estimators in finite samples and analyzes their asymptotic efficiency, demonstrating their consistency and 
efficiency. The study also includes a practical application to two real-world datasets to illustrate the significance, 
efficiency, and utility of the proposed distribution in modeling complex data. The performance of BTFr is 
compared to its sub-distributions using well-known goodness-of-fit tests and likelihood ratio (LR) tests. The 
results confirm the superior fit and statistical significance of BTFr in representing and modeling extreme-value 
data, with the additional parameters providing a meaningful improvement in flexibility compared to its sub-
distributions. The study recommends using this distribution in fields such as financial risk analysis and 
engineering reliability 
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 الكلمات المفتاحية 

  (RTMخريطة تحويل الرتبة ) .2 (Frتوزيع فرشت)  .1

  (BTFrتوزيع بيتا فرشت المُحول )  .4 (B-G)توزيع بيتا المعمم  .3

  ( ICمعايير جودة المطابقة ) .6 ( MLEطريقة الإمكان الأعظم ) .5

 

 الملخص:
، الذي  Beta Transmuted Fréchet(BTFr)نُقدم في هذه الدراسة، توزيعًا احتماليًا جديدًا يُعرف باسم توزيع بيتا فرشت المُحول  

مع توزيع فرشت   Beta generalized(B-G)وتعميم بيتا  Rank Transmutation Map (RTM)يدمج بين تقنيتي خريطة تحويل الرتبة 
، لتعزيز القدرة والمرونة على النمذجة الإحصائية للبيانات ذات الخصائص المعقدة. يتضمن التوزيع المقترح عدد  Fréchet(Fr)الكلاسيكي  

من التوزيعات المعروفة كحالات خاصة، ويتميز بخمس معلمات، مما يجعله أكثر مرونة في تمثيل البيانات ذات الانحراف غير المتماثل 
(. اشتملت الدراسة BFr , TFr , EFr( وتعميماته الشائعة مثل)Frلكلاسيكية مثل توزيع فريشت الاصلي)والذيل الثقيل مقارنة بالتوزيعات ا

على اشتقاق الخصائص الرياضية للتوزيع الجديد)بما في ذلك دوال البقاء، معدل الخطر، العزوم، الكميات ودوال توليد العزوم، والأرقام 
(، مع حساب مصفوفة المعلومات المرصودة لتقدير التباينات MLEمات بطريقة الإمكان الأعظم)العشوائية وإحصاءات الترتيب(، تقدير المعل

لكفاءة المقاربة  التقريبية للمقدرات، ولبناء فترات الثقة التقريبية، كما أجرينا دراسة للمحاكاة لتقيم أداء المقدرات في العينات المحدودة ولتحليل ا
ت الدراسة تطبيق عملية على مجموعتين من البيانات الحقيقية لتوضيح لها، وأظهرت النتائج اتساقًا وكفاءة تقاربية للمقدرات، كما تضمن

ائه أهمية وكفاءة وفائدة التوزيع المقترح في نمذجة البيانات ذات الخصائص المعقدة باستخدام اختبارات جودة التطابق الشهيرة، مع تقييم أد 
(. وأكدت النتائج جودة مطابقة وتفوقًا معنويًا LRخدام معايير جودة الملاءمة واختبار نسبة الاحتمالية)بالمقارنة مع التوزيعات الفرعية باست

( عند  BTFr( في تمثيل ونمذجة البيانات المتطرفة، كما أن إضافة المعلمات الإضافية وفر تحسنًا معنويًا في مرونة توزيع )BTFrلتوزيع )
 . مقارنته مع توزيعاته الفرعية. كما أوصت الدراسة باستخدام هذا التوزيع في مجالات تحليل المخاطر المالية والموثوقية الهندسية
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 المقدمة:
النمذجة الإحصائية    خيرة، شهد مجالفي السنوات الأ

في موضوع التوزيعات المعممة، من أجل    ا كبيرًاتطورً 
وقدرة  مرونة  أكثر  جديدة  احتمالية  توزيعات  تطوير 
المجالات،  مختلف  في  المعقدة  البيانات  تمثيل  على 
توزيع  يُعد  البيئية.  والعلوم  الاقتصاد،  الهندسة،  مثل 

اقترحه  Fréchet Distribution(Fr)فرشت الذي   ،
أحد (Frechet,1924)ات الفرنسيــــــــــــــــــــــعالم الرياضي

القيم   نظرية  في  المهمة  الاحتمالية  التوزيعات 
نظرية  ا في  واسعًا  تطبيقًا  التوزيع  هذا  لمتطرفة، وجد 

و  القصوى،  نمذجة    ستخدِماُ القيمة  في  واسع  بشكل 
الظواهر الطبيعية والهندسية والمالية التي تتضمن قيماً  

مثل   و قصوى  والفيضانات  مخاطالزلازل  ر  تحليل 
ك الامطار   القصوى   الرياح  ةسرعالكوارث    وهطول 

 kotz and)والتلوث الجوي،والتيارات البحرية    السنوي 

Nadarajah,2000)  م الرغم  هذا  وعلى  أهمية  ن 
التوزيع في نمذجة الأحداث المتطرفة ذات الذيل الثقيل 

( قد لا يكون مرناً  Frلا أن، الشكل المعياري لتوزيع)إ
ذات   البيانات  بعض  وتمثيل  لوصف  يكفي  بما 
الخصائص المعقدة التي تتميز بسلوك غير متماثل أو  

 متعدد الانماط.  
( لتحســـــين  Frتعميم توزيع)  إلىمن هنا برزت الحاجة 

المعقــــدة  ــانــــات بعض الظواهر  بيــ تمثيــــل  مرونتــــه في 
وزيـــادة قـــدرتـــه على التكيع مع مجموعـــات البيـــانـــات  

نطاق تطبيقاته في مجالات مثل  المختلفة، مما يوســع
ــاء ــة.   الإحصــ ــاد، والهندســ واُقترحت  التطبيقي، الاقتصــ

( في الســـنوات Frدراســـة العديد من التعميمات لتوزيع)
ــا على ســــــــــــــبيـــل المثـــال لا  ــيـــة، منهـ القليلـــة المـــاضــــــــــــ

والذي يحتوي  ،  Exponentiated-Fr:توزيع  الحصــر
تم على معلمة شكك إ افكك تزة  من  مو م ولة التو ن   

ــتــه بواســــــــــــــطــة    Nadarajah andاقتراحــه ودراســــــــــــ

kotz,2003))      ظهروا أن لــديــه  وأكتعمزم مبكك شكككككككككككككك
توزيع) أكبر من  الــــذي    Beta-Fr و ن (،  Frمرونــــة 

 (Fr)يســــــــــــــتخــدم دالــة توزيع بيتــا كمولــد لتعميم توزيع

ــافيتيوي ن للشـــــكل، ويتضـــــمن حتوي على معلمتين إضـــ
كحالات خاصــة، تم تقديمه   (EFr)و    (Fr)توزيعات 

ودراســــته في ســــياق التوزيعات المولدة باســــتخدام دالة 
 Nadarajah & Gupta,2004 andبيتا بواســـطة  

Barreto-Souza, et al, 2011  أن لـديـه   ظهرواوأ
أ ــة  مـن  مـرونـــــ )كـبـر  ــات  ــا   ،(EFr)(و Frتـوزيـعـــــ كـمـــــ

ــع  Mead et al,2017درس) ــوزيـــــــــ تـــــــــ  )Beta 

Exponential Fréchet(BEFr)   والذي يسـتخدم ،
المركـــــب   توزيع    BEالتوزيع  لتعميم   و   (Fr)كمولـــــد 

التوزيعـــــــات     (BFr)و    (EFr)و    (Fr)يتضــــــــــــــمن 
ثبتوا تفوق هذا التوزيع على بعض كحالات خاصـــــة وأ

   ذلك قدم   بالإضــــافة إلىالتوزيعات التنافســــية الاخرى. 
(Mahmoud&Mandouh,2013)    ــع ــوزيــــــــــــ تــــــــــــ

Transmuted-Fr  ( لتوزيع  مبـــــاشــــــــــــــر  (  Frكتعميم 
ــدام تقنيـــة خريطـــة تحويـــل الرتبـــة ،  ( RTM)بـــاســــــــــــــتخـ

ــافيــة للتحكم في  إويحتوي على معلمــة شــــــــــــــكــل   ضـــــــــــــ
أن لــديــه مرونــة أكبر من توزيع   ظهرواوأ  الانحراف،  

(Fr  كمــــا اقترح ،)(Elbatal et al,2014)   توزيع  
Transmuted Exponentiated-Fr     والـــــــــذي

ظهروا  وأ،  (RTM)يستخدم تقنية خريطة تحويل الرتبة
ــديـــه مرونـــة أكبر من توزيع ) ــالرغم من Frأن لـ (. وبـ

لا (، إFrوجود العديد من التعميمات الســــــــابقة لتوزيع)
ــتمرة ل تطوير تعميمات جديدة تقدم أن هناك حاجة مســ

ا في نمذجة سـلوك   مرونة إحصـائية محسـنة، خصـوصـً
مع الحفاظ على خصــــــــــــائص   الذيل ومعدل الفشــــــــــــل،
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أنه لا توجد دراســة   إلىة.  بالإضــافة  التوزيع الأســاســي
  (RTM)سابقة تدمج بين تقنيتي خريطة تحويل الرتبة

لتعميم توزيع فرشت. (B-G) يم بيتا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــوتعم
توزيع جــديــد  تقــديم    إلىلــذلــك تهــدف هــذه  الــدراســـــــــــــــة  

تقنيتي بين  يــــــدمج  بيتــــــا   (RTM)ومبتكر،  وعــــــائلــــــة 
باســــــــــم  ليه ، يشــــــــــار إ(Fr)مع توزيع  (B-G)المعممة  

بيتـــــا المحول-توزيع  من خلال   (BTFr)  فرشــــــــــــــــــت 
ــــــيم   ــــــــ ــــــ ــــــ ــــــ ــــــــ ــــــ ــــــ ــــــ ــــــ ــــــــ ــــــ ــــــ ــــــ  Transmuted توزيعتعمــــــــــــــــــــــــــ

Fréchet (TFr)   ــدمــــــــــــــــــــه قــــــــــــــــــ الــــــــــــــــــــذي 
(Mahmoud&Mandouh,2013  )  ــدام ــاســــــــــــــتخــ بــ

 . (B-G)عائلة بيتا المعممة  
 مشكلة الدراسة وأسئلتها 

وتمثيل بعض  Fr)توزيع يواجه تحديات في وصف   )
البيانات ذات الخصائص المعقدة، التي تتميز بسلوك  

شارت العديد من  كما أغير متماثل أو متعدد الانماط.  
الدراسات ومن هذه التحديات محدودية المرونة حيث  

أعمال) أن، (  Nadarajah&Kotz,2003اظهرت 
(  يعاني من قصور في نمذجة البيانات غير  Frتوزيع)

كما  المتماثلة   فقط.  معلمتين  على  اعتماده  بسبب 
هذه .Mahmoud &Mandouh,2013)أكد أن   )

التطبيقات   في  النمذجة  دقة  على  تؤثر  المحدودية 
عدم كفاية التعميمات الحالية ، بالإضافة إلى  العملية
( لبعض أنواع البيانات المتطرفة  BFr(  و)TFrمثل)

 .(Eugene et al,2002)ذلك دراسة    إلى كما أشارت  
تقديم   عبر  الفجوة  هذه  لسد  الدراسة  هذه  جاءت  لذا 

بين    (BTFr)توزيع   يجمع  تعميم  والذي  تقنية 
)لإضافة معلمة   وتقنية التحويل  بيتا)لإضافة معلمتين(

 (.  Frتوزيع )خامسة( على 
 تطرح هذه الدراسة السؤال الرئيسي التالي: لذلك 

جديد لتحسين مرونته وقدرته   تعميمكيع يمكن تطوير  
مجالات   ولتوسيع  المتطرفة  البيانات  نمذجة  على 

وما الإحصائي  تطبيقه  الخصائص  والرياضية  هي  ة 
تُ  وكيع  الجديد  التللتوزيع  مع  الأصلي  قارن  وزيع 

 والتعميمات المعروفة.
 الأسئلة البحثية الفرعية: 

تعميم  1 استخدام  يمكن   وتقنية   (B-G).كيع 
(RTM)   ( توزيع  أكثر  (  Frمع  توزيع جديد  لإنشاء 

يت أمرونة؟  بمرونة  البيانات  متع  نمذجة  في  كبر 
   ؟رفةطالمت
ة  .ماهي الخصائص الرياضية والإحصائية الأساسي2

 للتوزيع الجديد؟  
لتقدير  3 الملائمة  الطرق  أفضل  .ماهي 

وكيع يمكن تقييم أداء هذه المقدرات    (BTFr)معلمات
 عبر المحاكاة؟ 

هل يوفر التوزيع المقترح أداء أفضل في التطبيقات  .4
المعممة الأالعملية با التوزيعات  خرى في  لمقارنة مع 

المعقدة؟  الخصائص  ذات  المتطرفة  البيانات  نمذجة 
  إحصائيًا   ا ا معنويً وهل توفر المعلمات المضافة تحسنً 

 في مرونة التوزيع الجديد؟

 فرضيات الدراسة  
تف الرئيسية:  البحث  التعميم  تفرضية  الدراسة أن  رض 

  مرونة إحصائية محسنة في سيظهر    (BTFr)الجديد
ملاءمة   يوفرو ة  نمذجة البيانات المتطرفة غير المتماثل

بتوزيع   مقارنة  والتعميمات  أفضل  القياسي  فريشت 
 الأخرى.

 الفرضيات الفرعية: 
لمعلمات التوزيع (MLEs)عظم.مقدرات الإمكان الأ1

المقترح ستتمتع بخصائص الاتساق والكفاءة المقاربة. 
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لذلك    قليل  معياري   ذات خطأ مقدرات    إلى وهذا يودي  
 ا   جيدً يمثل البيانات تمثيلًا س فإن النموذج 

المعلوماتية 2 المعايير  )مثل  المعلومات  .معايير 
ستظهر   الملاءمة(  جودة  معنويًا واختبارات    تفوقًا 

في ملاءمة مجموعات بيانات حقيقية   (BTFr)لتوزيع
الاصلي   التوزيع  مقابل    (TFr)وتوزيع    (Fr)مختارة 

 .  (BFr)وتوزيع 

المعلمات  3 أن  ستظهر  الاحتمالية  نسبة  .اختبارات 
عند مقارنته من مرونة التوزيع    معنويًاتحسن    الإضافية

 .توزيعاته الفرعيةمقابل 

   :أهداف الدراسة
العام:   البحث  الهدف  هذا  توزيع   إلىيهدف  تطوير 

جديد   بيتااحتمالي  توزيع  المحول -يسمى   فرشت 
(BTFr)  Beta Transmuted Fréchet 

Distribution  ،  نمذجة في  أعلى  مرونة  يمتلك 
الكلاسيكية  بالتوزيعات  مقارنة  المتطرفة   البيانات 

قدرة تحسينية على تمثيل البيانات غير    إلى  بالإضافة
على   المتماثلة بضبط    ويعتمد  تسمح  معلمات  خمس 

  .دقيق لسلوك الذيل

 الأهداف الفرعية:
 Eugene)التي اقترحها    (B-G)عائلة. استخدام  1

et al,2002)   توزيع  و(TFr)  بواسطة  الم قدم 
(Mahmoud&Mandouh,2013)  التوزيع لبناء 

المحول-بيتاالجديد   واشتقاق  (BTFr)  فرشت 
البقاء  كدوال  المقترح  للتوزيع  الرياضية  الخصائص 
  ومعدل الخطر، العزوم والكميات، دوال توليد العزوم 

 رقام العشوائية وإحصاءات الترتيب.   والأ
الإمكان  3 بطريقة  المقترح  التوزيع  معلمات  .تقدير 

فيشر  (MLE)الأعظم معلومات  مصفوفة  وحساب   ،

وبناء   للمقدرات  التقريبية  التباينات  لتقدير  المرصودة 
جراء دراسة للمحاكاة لتقيم  مع إ  فترات الثقة التقريبية،

 أداء وكفاءة المقدرات، ودقة فترات الثقة. 
. تقديم تطبيق عملي على بيانات حقيقية لتوضيح 4

ة  الإحصائيأهمية وكفاءة التوزيع المقترح في النمذجة  
 ولمقارنة أدائه مع التوزيعات المنافسة.

   :أهمية الدراسة
ي سد الفجوات البحثية  من  تتمثل أهمية هذه الدراسة ف

 خلال:
الاحتمالية  الإ.  1 التوزيعات  نظرية  تطوير  في  سهام 

توزيع  مزايا  بين  يجمع  جديد  تعميم  تقديم  من خلال 
(Fr ) وتقنية(RTM)  وتعميم بيتا (B-G)   .  
ة المتعلقة بتعميمات توزيع  الإحصائي. إثراء الأدبيات  2
(Fr  المتطرفة القيم  نظرية  في  جديدة  آ وفتح  (  فاق 

 للبحث المستقبلي.
لحل مشاكل  مرن وأكثر دقة    إحصائي  توزيعتوفير  .3

الخصائص   ذات  المتطرفة  البيانات  وتحليل  نمذجة 
في مثل  المعقدة  متعددة  البيئية    :مجالات  العلوم 

 لتحليل المالي وهندسة الموثوقية. وا
 الدراسة ومحدداتهاحدود 

 حدود الدراسة:
فقط،  1 فريشت  توزيع  تحليل  على  الدراسة  .تقتصر 

وبعض تعميماته دون مقارنة شاملة مع جميع تعميماته  
 دبيات. في الأ  الموجودة 

لبعض  2 مغلقة  تحليلية  تعبيرات  اشتقاق  .صعوبة 
 الخصائص الإحصائية مما يتطلب استخدام طرق عددية. 

لـ  3 الرياضية  الصيغ  من    (BTFr).تعقيد  يزيد  قد 
أكثر   المعلمات  تقديرات  ويجعل  التحليل  صعوبة 

تحل وهذا    ا يليً صعوبة  البسيطة  بالتوزيعات  مقارنة 
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لتقدير   عددية  تحسين  خوارزميات  استخدام  يتطلب 
 المعلمات.

تحليل  4 مجال  على  العملية  التطبيقات  اقتصار   .
 ونمذجة بيانات الموثوقية والقيم المتطرفة.

 :الدراسة محددات
.تقتصر الدراسة على استخدام تقنيتين فقط للتعميم  1

لتوزيع  بيتا  وتعميم  التربيعي  التحويل  عائلة  هما 
 دون استخدام تقنيات تعميم أخرى(  فرشت)

لأكثر  . اقتصار منهجية التقدير على طريقة التقدير ا2
  إلى عظم دون النظر  شيوعًا وهي طريقة الإمكان الأ

 طرق تقدير أخرى 
في الجانب التطبيقي    الإحصائي. اقتصار التحليل  3

المعلومات  ومعايير  المطابقة  جودة  اختبارات  على 
مقاييس التنبؤ    إلىواختبار نسبة الاحتمالية دون النظر  

   وتحليل البقاء. 
 :التعريفات الاصطلاحية والإجرائية

على   الدراسة  الاصطلاحية  اشتملت  التعريفات 
 :جرائية الاتيةوالإ
 Fréchet Distribution(Fr) . توزيع فرشت:1

المتطرفة،  القيم  لنمذجة  مستمر  احتمالي  توزيع  هو 
الذيل   ذات  البيانات  تحليل  في  يستخدم 

تعطى    (،Nadarajah and Kotz,2003)الثقيل
ودالة التوزيع التراكمية    (PDF) دالة الكثافة الاحتمالية  

(CDF)    لتوزيع(Fr)    إليه)والذي بواسطة    يشار 
Fr(σ, μ)  ( على النحو التالي)من أجل 𝒙 > 𝟎 :) 
𝜎حيث:    > 𝜇 و   0 > التوالي     0 على  هما 

  ( .shape( و الشكل)scaleمعلمتي المقياس )
 Rank (  RTM.خريطة تحويل الرتبة)2

Transmutation Map   

تقنية لتعميم التوزيعات الاحتمالية، عن طريق إضافة  
تحكم   المرونة  معلمة   Shaw and)لتحسين 

Buckley,2009) التالية، وتعطى بالصيغة: 
𝑮𝑻−𝑮(𝒙) = 𝑮(𝒙)[𝟏 + 𝝀 − 𝝀𝑮(𝒙)]  (3) 

𝒈𝑻−𝑮(𝒙) = 𝒈(𝒙)[𝟏 + 𝝀 − 𝟐𝝀𝑮(𝒙)] (4) 

|حيث   | ≤  هي معلمة التحويل. 1
نحصــــــــــــل  (Fr)علــــــــــــى توزيــــــــــــع  (T-G)وبتطبيــــــــــــق 

ــى  ــع فرشعلــــــ ـــتوزيــــــ ــولـــــــــــــــــــــــــــــ  (TFr) ت المحــــــ
(Mahmoud&Mandouh,2013)  تعطــــــــــــــــــــــــــــى و

(CDF)  و (PDF) كمـــــا يلـــــي) مـــــن   لهـــــذا التوزيـــــع
𝑥 أجل > 0:) 

𝒈𝑻𝑭𝒓(𝒙) =  𝝁𝝈
𝝁 𝒙−(𝝁+𝟏) 𝐞

−(
𝝈
𝒙
)
𝝁

 
               [𝟏 + 𝝀 − 𝟐𝝀𝐞

−(
𝝈
𝒙
)
𝝁

] 
(5) 

𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙) = 𝐞
−(
𝝈
𝒙
)
𝝁

[𝟏 + 𝝀 − 𝝀𝐞
−(
𝝈
𝒙
)
𝝁

] (6) 

𝜎حيث:   > ال هي   0 𝜇  و   قياسممعلمة  > و   0
| | ≤ التوالي   1 على    و  الشكل  معلمتيهما 

 التحويل.
   Beta generalized (B-G)بيتا  تعميم.3

تقنية   التوزيعات  إحصائيهي  لتعميم  طريق  ة  عن 
معلمتي المرونة   إضافة  لزيادة  إضافيتين  شكل 

(Eugene et al, 2002)  أ من  طرق    كثر وتعدّ 
  الصيغة التالية ، وتعطى بالتعميم شيوعًا في الإحصاء

، 𝑋لمتغير عشوائي    CDFهي     𝐺(𝑥)لنفترض أن
التوزيعات    CDFتعريع  يتم  فس  (B-G)لعائلة 

𝑥بواسطة) > 0 :) 

𝒇(𝒙; 𝝈, 𝝁) = 𝝁𝝈𝝁 𝒙−(𝝁+𝟏)  𝒆−
(
𝝈
𝒙
)
𝝁

, 𝒙
> 𝟎 

(1) 

𝑭(𝒙; 𝝈, 𝝁) =  𝒆−(
𝝈
𝒙
)𝝁                      , 𝒙

> 𝟎  
(2) 
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(7) 

𝑭(𝒙) = 𝚰𝑮(𝒙)(𝒂, 𝒃) 

=
𝟏

𝚩(𝒂, 𝒃)
   ∫ 𝒕𝒂−𝟏  (𝟏

𝑮(𝒙)

𝟎

− 𝒕)𝒃−𝟏  𝒅𝒕 , 

 

  : 𝑎حيث  > 0 , 𝑏 > إضافية    0 معلمات  هما 
و  ,Ι𝐺(𝑥)(𝑎للشكل  𝑏) =

Β𝐺(𝑥)(𝑎,𝑏)

Β(𝑎,𝑏)
إلى   تشير 

 ( وincomplete beta ratio)دالة
Β𝑢(𝑎, 𝑏) = ∫ 𝑡𝑎−1  (1 − 𝑡)𝑏−1  𝑑𝑡 

𝑢

0
إلى    فتشير 

,Β(𝑎و   (incomplete beta)دالة 𝑏) =
Γ(𝑎)Γ(𝑏)

Γ(𝑎+𝑏)
 

.)Γأما  ،  هي دالة بيتا ، وفي المقابل.  فهي دالة جاما (
تعريع     (B-G)  التوزيعاتلعائلة    PDFيتم 

𝑥) بواسطة > 0:)   

(8) 

𝒇(𝒙) ≡ 𝑭́(𝒙)

=  
𝒈(𝒙) 

𝚩(𝒂, 𝒃)
. [𝑮(𝒙) ]𝒂−𝟏  

                            . [𝟏 − 𝑮(𝒙) ]𝒃−𝟏 

 

𝑔(𝑥)حيث   =
𝑑𝐺(𝑥)

𝑑
للتوزيع    PDF  إلىتشير   

a، وعندما تكون الأساسي = b = نحصل على      1
PDF    لهذه الأساسي للتوزيع الجذابة  السمات  . ومن 

المعالم   ,𝑎للشكل    الإضافيةالعائلة هو أن  𝑏   يمكنها
التحكم في الانحراف ووزن الذيل للتوزيع المُولّد, كما  
أنها توفر مرونة أكبر في شكل التوزيع المتولد وبالتالي  

( B-Gفي نمذجة البيانات المرصودة. حظيت عائلة ) 
الماضية،  القليلة  السنوات  مدار  على  كبير  باهتمام 

وجه   التي  على  الدراسات  بعد  الخصوص 
 ,Jones)و   (Eugene et al ,2002)أجراها

المهتمين    واُستخدمت،  .(2004 من  العديد  قبل  من 
التو  من  للعديد  تعميمات  لاقتراح  زيعات  والباحثين 

المثال سبيل  على  ):المعروفة.   Mead etاقترح 

al,2017  توزيع )Beta Exponential Fréchet ،
المركب   للتوزيع    Exponential Fréchetكتعميم 

عائلة) )B-Gباستخدام  اقترح   ) ، هريرة  أحمد 

،    .Beta Transmuted Gumballتوزيع(( 2019)
توزيع   تعميم   Transmuted Gumballمن خلال 

(  Beta توزيع(Chhetri et al,2017وقدم 

Transmuted Pareto،  (العبيد، هودرس و  ريرة 

، Lomax   Beta Transmuted  توزيع(  (2020)
( PAL and TIENSVWAN,2014ودرس)
واقترح     Beta Transmuted Weibullتوزيع  

)ه) العبيد،  و  توزيع  ( 2020ريرة   )Beta 

Transmuted Power .  ونحن بدورنا سنقوم بتعميم
التي اقترحها    (B-G)باستخدام عائلة    (TFr)توزيع  

(Eugene et al,2002)    التوزيع من إنشاء  أجل 
بيتا توزيع  المحُول  -الجديد  ونقدم    (BTFr)فرشت 

لتحليل    وصفًا وتطبيقه  الرياضية،  لبعض خصائصه 
 مجموعات البيانات الحقيقية. 

 (BTFr)فرشت المحُول -بيتا.توزيع 4
هو توزيع احتمالي مستمر يتم اشتقاقه من خلال تعميم  

 . (B-G)باستخدام تقنية  (TFr)توزيع

الأ 5 الإمكان  طريقة  تقدير  (MLE)عظم.  طريقة   :
على    إحصائي المجهولة   إيجادتعمل  المعلمات  قيم 

 مكان المشتقة من بيانات العينة. التي تعظم دالة الإ
أخذ  6 تكرار  على  تعتمد  حسابية  تقنية  المحاكاة:   .

ا الإحصائيالعينات  الخصائص  لدراسة  ة  لعشوائية 
 وتقييم أداء المقدرات. 

الملاءمة7 جودة  معايير   .(IC ):إحصائي ة  معايير 
لمقارنة النماذج تجمع بين دقة الملاءمة وعدد المعالم  

، Akaika(AICار معلومات)ــــــــــــــــــــــمعي  وهي:المقدرة  
، (Akaika Corrected(CAICمعلومات ))معيار  
يار  ـــــــــــــــــــــــــــــ، معBayesian )(BICمعلومات))  معيار
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والتي    (  Hannan-Quinn(HQICومات ))ــــــــــــــمعل
 تعطى كما يلي: 

(9) 

𝐀𝐈𝐂 = 𝟐𝐤 − 𝟐𝒍(𝜣̂)   

𝐂𝐀𝐈𝐂 = 𝐀𝐈𝐂 + 
𝟐𝐤(𝐤 + 𝟏)

𝐧 − 𝐤 − 𝟏
 

𝐁𝐈𝐂 = 𝐥𝐨𝐠(𝐧) − 𝟐𝒍(𝜣̂) 

𝐇𝐐𝐈𝐂 = 𝟐𝐤𝐋𝐨𝐠(𝐋𝐨𝐠(𝐧))

− 𝟐𝒍(𝜣̂) 

 

الامكان    l(Θ̂)حيث   لدالة  العظمى  القيمة  يشير 
 n،ـــــــــــــــــــــــــدرةالمقعدد المعلمات    هو   Kاللوغاريتمية و  
يير  لهذه المعا  ووفقًا  هي المعلمات. Θحجم العينة و  

دنى قيمة لهذه المعيار  يتم اختيار النموذج الذي له أ
 كأفضل نموذج . 

 :منهجية الدراسة وإجراءاتها
متكاملة  منهجية  على  الدراسة  هذه  ثلاثية    اعتمدت 

 بعاد تجمع بين :الأ
 .التحليل النظري: لاشتقاق الخصائص الرياضية. 1
 للمحاكاة والتطبيقات. :.التحليل التطبيقي2
المقارن 3 التوزيعات    :.التحليل  مقابل  الأداء  لتقييم 

لدراسة   الأمثل  هو  الثلاثي  التصميم  وهذا  التنافسية. 
 ل ـ توزيعات الاحتمالية الجديدة وفقًاال
(Nadarajah and Kotz,2003) 

 المراحل الإجرائية للمنهجية:
 البناء النظري للتوزيع الجديد   ولى:المرحلة الأ

الأ1 مراجعة  وتعميماته  .  فرشت  توزيع  حول  دبيات 
 وتعميم بيتا.  

اشتقاق الخصائص ويشمل  و اشتقاق التوزيع الجديد،  .2
تطبيق تقنية التحويل التربيعي على توزيع فرشت ثم  

  اشتقاق تطبيق تقنية تعميم بيتا على الناتج من أجل  
الجديد   التعميم  احتمال  وكثافة  التراكمية  التوزيع  دالة 
واشتقاق   الخطر  معدل  ودالة  البقاء  دالة  واشتقاق 

و  الرياضية  الجديد  الإحصائيالخصائص  للتوزيع  ة 
وإك للعزوم  المولدة  والدالة  الترتيب  العزوم  حصاءات 

 ودالة الكميات ودالة التوليد.
 المرحلة الثانية: التقدير الإحصائي والمحاكاة

وتقدير  للتوزيع    ةمكان اللوغاريتميصياغة دالة الإ.  1
باستخدام    عددي  عظم للمعلمات مع تحسينالإمكان الأ
 رافسون  -نيوتن خوارزمية

لتقدير  .  2 المرصودة  المعلومات  مصفوفة  استخدام 
التباينات التقريبية للمقدرات، وبناء فترات الثقة التقريبية 

 للمعلمات
م3 عشوائية  بيانات  لتوليد  المحاكاة  استخدام  ن . 

الإ تقدير  وتطبيق طريقة  البيانات  مكان  التوزيع  على 
داء المقدرات باستخدام مقاييس مثل  المتولدة ثم تقييم أ

الخطأ   مربعات  ومتوسط  المعياري  والخطأ  الانحياز 
 والتحقق من دقة واتساق المقدرات.  

   المرحلة الثالثة: التطبيق العملي والمقارنة
التطبيقات العملية على مجموعات بيانات حقيقية .4

مختارة لتوضيح كفاءة التوزيع المقترح وتقييم أدائه من  
الذيول  ذات  للبيانات  ملائمته  جودة  اختبارات  خلال 

 الثقيلة والانحرافات الكبيرة. 
 بالمقارنة   وجودتهداء ملاءمة التوزيع المقترح  وتقييم أ

الأ التنافسية  التوزيعات  بعض  باستخدام  مع  خرى 
تطبيق اختبار    الملاءمة.  الإحصائية لجودةالمعايير  

نسبة الاحتمالية لمقارنة التوزيع المقترح مع توزيعاته 
المعنوية   لاختبار  للمعلمات  الإحصائيالفرعية  ة 

هذه    الإضافية توفر  هل  ومعرفة  الجديد  التوزيع  في 
إحصائيًا  تحسنًاالمعلمات   التوزيع   معنويًا  مرونة  في 

المقترح عند مقارنته مع التوزيعات الفرعية وفي امكانية  
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استخدامه كبديل ملائم في التطبيقات لنمذجة البيانات  
      .خرى لتوزيعات الأ التي تستخدم في العادة مع ا  المعقدة

 : . التحليل الإحصائي5
ة متخصصة مثل برنامج  استخدام برمجيات إحصائي

SAS  .لتنفيذ جميع التحليلات النظرية والتطبيقية 
 هيكل البحث:

 حولالمُ  بيتا فرشت  توزيع  :الفصل الثاني
The Beta Transmuted Fréchet Distribution 

ذو    BTFrلتوزيع    PDFو   CDFهنا، نقوم باشتقاق  
,𝜇)معلمات وهي خمس   𝜎, 𝜆, 𝑎, 𝑏) ليه والذي يشار إ
,BTFr(𝜇بـ    ا اختصارً  𝜎, 𝜆, 𝑎, 𝑏)   واشتقاق الدوال ،

ذات الصلة كدالة البقاء ودالة معدل الخطر، واشتقاق  
 الخصائص الرياضية.

 BTFrلتوزيع  PDFو  CDF. اشتقاق  1
)تطبيق  ب المحولعلى    (B-Gتقنية  فرشت   توزيع 

(TFr)،  (Mahmoud& Mandouh,2013) 
عن   ) 𝐺(𝑥)وبالتعويض  المعادلة  ( 7في 

كما يلي:    (CDF)، نحصل على  𝐺𝑇𝐹𝑟(𝑥)بواسطة
(𝑥 > 0   :) 

(10) 
𝑭𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙) =

𝟏

𝚩(𝒂, 𝒃)
∫ 𝒕𝒂−𝟏 (𝟏

𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙)

𝟎

− 𝒕)𝒃−𝟏  𝒅𝒕 

= 𝜤𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙)(𝒂, 𝒃) 

 

,𝑎 حيث:  𝑏 > شكل   0 معلمات 
,𝛪𝐺𝑇𝐹𝑟(𝑥)(𝑎إضافية، 𝑏)     .دالة بيتا غير المكتملة

عن   التعبير  مغلق   𝐹𝑩𝑻𝑭𝒓(𝑥) ويمكن  بشكل 
دالة ،   hyperometricالهندسية  جاوس    باستخدام 

التالي النحو   cordeiro and)انظر      :على 

Nadarajah, 2011) 
𝑭𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙)

=  
𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙)

𝒂

𝚩(𝒂, 𝒃)
.∑

(𝟏 − 𝒃)𝒌 𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙)
𝒌

𝒌! (𝒂 + 𝒌)

∞

𝒌=𝟎

    (11) 

=
𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙)

𝒂

𝒂𝚩(𝒂, 𝒃)
.   𝟐𝑭𝟏(𝒂, 𝟏 − 𝒃; 𝒂

+ 𝟏;𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙)) 
(12) 

تشير ,2𝐹1(𝐶 حيث:  𝑑, 𝑒, z) = ∑
(𝑐)ℵ(𝑑)ℵ𝑧

ℵ

ℵ!(𝑒)ℵ

∞
𝑘=0 إلى  

هو معامل تكراري تصاعدي   ℵ(𝑐)و   دالة الهندسيةال
 بالشكل: ويعطى

    (𝑐)ℵ = {
𝑐(𝑐 + 1)(𝑐 + 2)… (𝑐 + 𝑘 − 1), 𝑘 = 1,2, …
1                                                    , 𝑘 = 0

 
على) فإن خصائص  12وبناءً   )𝑩𝑻𝑭𝒓(𝑥)   يمكن

  ن تتبع خصائص الدالة الهندسية.من حيث المبدأ أ
  Gradshteyn and Ryzhik,2000)انظر  

لـ  10(وباشتقاق)9.1القسم   على  𝑥(بالنسبة  نحصل 
PDF  (:والتي ستكون بالصورة التالية𝑥 > 0) 

𝒇𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙) =
𝒈𝑻𝑭𝒓(𝒙) 

𝚩(𝒂, 𝒃)
.𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙)

𝒂−𝟏  

                   . {𝟏 − 𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙)}
𝒃−𝟏  

(13) 

)𝑔𝑇𝐹𝑟حيث:   ) =
𝑑

𝑑𝑥
𝐺𝑇𝐹𝑟(𝑥)     الصيغة وتكون 

 ( بالشكل:13التفصيلية )

𝒇𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙) =
𝝁𝝈𝝁 𝒙−(𝝁+𝟏) 

𝚩(𝒂, 𝒃)
𝐞−𝒂

(
𝝈
𝒙
)
𝝁

 

. [𝟏 + 𝝀 − 𝟐𝝀𝐞−(
𝝈
𝒙)
𝝁

 ] [𝟏 + 𝝀

− 𝝀𝐞−(
𝝈
𝒙)
𝝁

 ]
𝒂−𝟏 

 

 . {𝟏 − 𝐞
−(
𝝈
𝒙
)
𝝁

 [𝟏 + 𝝀

− 𝝀𝐞−
(
𝝈
𝒙
)
𝝁

 ]}
𝒃−𝟏

 

(14) 

𝜎حيـــــــث:   > في    0 المقيـــــــاس)تتحكم  معلمـــــــة  هي 
𝜇الانتشـــــار( و   > هما معلمة الشـــــكل)تتحكم في     0

|𝜆|شـــــكل الذيل( و   ≤ هي معلمة التحويل)تتحكم    1
,𝑎في الانحراف(   𝑏 > معلمات شـــــــــكل )تتحكمان   0

بعض ( يوضــــــــــــح 1والشــــــــــــكل) في التركيز والتفرطح(
 عند قيم مختلفة للمعلمات.   𝑓𝑩𝑻𝑭𝒓(𝑥)منحنيات

ــع  ــوزيـــــ ــتـــــ الـــــ ــن  ــتضــــــــــــــــــــمـــــ يـــــ ــاصـــــــــــــــــــــة:  خـــــ ــالات  حـــــ
BTF𝑟(𝜇, 𝜎, 𝜆, 𝑎, 𝑏)    ــات الـــتــــوزيـــعـــــ مـــن  ــدد  عـــــ

ويوضححححح   الاحتمـاليـة المعروفـة كحـالات خـاصــــــــــــــة.  

 منها .  ا( بعض  1الجدول)
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 BTF  لتوزيع   الفرعية   التوزيعات     : ( 1) جدول 
 المؤلف  اسم التوزيع  المعالم

𝝀 = 𝟎 

B-Fr))  
Beta- 

Fréchet  

Nadarajah and 

Gupta,2004. 

𝒂 = 𝒃 = 𝟏 

(T-Fr)  

Transmuted- 

Fréchet 

Mahmoud and 

Mandouh,2013

. 

𝒃 = 𝟏, 𝛌 = 𝟎 

Exponentiate

d-Fréchet(E-

Fr) 

Nadarajah and 

Kotz,2003. 

𝝀 = 𝟎, 𝒂 = 𝒃 = 𝟏 Fréchet(Fr) Fréchet,1924. 

 BTFrلتوزيع دالة البقاء ومعدل الخطر   .2
 h(𝑥)  ودالــة معــدل الخطر  𝑆(𝑥)تعطى دالــة البقــاء  

ــوائـــي   الـــعشــــــــــــــ ــث     𝑋لـــــــــــــــــــــــــــــــــلـــمـــتـــغـــيـــر  𝑋حـــيـــــ ∼

BTF𝑟(𝜇, 𝜎, 𝜆, 𝑎, 𝑏) :بالشكل 

(15) 

𝑺𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙) = 𝟏 − 𝑭𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙)

=
𝐁𝟏−𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙)(𝒃, 𝒂)

𝚩(𝒂, 𝒃)
 

 

(16) 

𝐡𝑩𝑻𝑭𝒓(𝐱) =
𝒇𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙)

𝑺𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙)
 

                 =
𝛍𝛔𝛍  𝐱−(𝛍+𝟏)  𝐞−𝐚

(
𝛔
𝐱
)
𝛍

𝐁𝟏−𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙)(𝐛, 𝐚)
 

 [𝟏 + 𝛌 − 𝟐𝛌𝐞
−(
𝛔
𝐱)
𝛍

] [𝟏 + 𝛌

− 𝛌𝐞
−(
𝛔
𝐱)
𝛍

]
𝐚−𝟏 

 

     {𝟏 − 𝐞
−(
𝛔
𝐱
)
𝛍

 [𝟏 + 𝛌

− 𝛌𝐞−
(
𝛔
𝐱
)
𝛍

]}
𝐛−𝟏

 

 h𝑩𝑻𝑭𝒓(x)(: بعض منحنيات 2ويوض  الشكل )

 الموافقة لبعض القيم المحددة للمعلمات.
 ( BTFr)  خصائص توزيع .3

(Mathematical Characterizations) 

متسلسلة    تمثيلات  نشتق  منهنا،  و    CDF  لكل 
PDF   الخاصة ب( توزيعBTFr )  من خلال التعبير ،

 CDFsعنها على صورة مجاميع لانهائية مرجحة من  
  الأساسي أو للتوزيع    (exp-TFr)لتوزيع    PDFs و  
Fr    التمثيلات هذه  وتعد  لاشتقاق    مهمة ،  ومفيدة 

التوز  العزوم  خصائص  توليد  ودوال  كالعزوم  يع 
حصاءات الترتيب بسهولة من الخصائص المناظرة  وإ

إيجاد، و   Frفي توزيع   إلى  الكميات    بالإضافة  دالة 
   (BTFr)ودالة توليد الأرقام العشوائية لتوزيع

           BTFrلتوزيع  PDF و  CDF مفكوكات  3.1

(Expansions for the CDF and PDF ) 
لـ:   المعمم  الحدين  ذو  مفكوك  1)باستخدام  −

𝑡)𝑏−1   التالية بالصيغة  عندما  :والمعطى  وذلك   (
𝑏 > |𝑡|عدد حقيقي غير صحيح و    0 < 1) 

)حيث:   
𝑏 − 1
𝑗
) =

(−1)𝑗 Γ(𝑏)

𝑗! Γ(𝑏−𝑗)
التعبير  .    يمكننا 

على صورة مجاميع   𝑓𝑩𝑻𝑭𝒓(𝑥) و 𝐹𝑩𝑻𝑭𝒓(𝑥)عن 
توزيع  وكثافات  تراكميات   من   مرجحة  لانهائية 

(exp-TFr)   صورة مجاميع لانهائية مرجحة  أو على
فرشت   قوى  توزيع  وكثافات  تراكميات   -exp)من  

Fr)    للحصول المفكوكات  هذه  نستخدم  ثم   ،
زوم ودوال كالع  (BTFr)الخصائص الرياضية لتوزيع

حصاءات الترتيب من تلك المناظرة لها  توليد العزوم وإ
توزيع   (  10)  على  (21)بتطبيق  ،(exp-Fr)في 

 وحساب التكامل نحصل على:

 علاوة على ذلك تكتب المعادلة السابقة بالصورة: 

(19) 𝑭𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙) =∑ 𝒕𝐣𝑯𝐚+𝐣(𝒙)
∞

𝐣=𝟎

 
 

 حيث:
 𝑯𝐚+𝐣(𝒙) = {𝐞

−(
𝛔

𝐱
)𝛍  [𝟏 + 𝛌 − 𝛌𝐞−(

𝛔

𝐱
)𝛍  ]}

𝐚+𝐣   

(𝟏 − 𝒕)𝒃−𝟏  =∑ (−𝟏)𝒋 (
𝒃 − 𝟏
𝒋

) 

∞

𝒋=𝟎

𝒕𝒋 (17) 

𝑭𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙)  

=
𝟏

𝚩(𝒂, 𝒃)
∑(−𝟏)𝒋 (

𝒃 − 𝟏

𝒋
)
[𝑮𝑻𝑭𝒓(𝒙)]

𝒂+𝒋

𝒂 + 𝒋

∞

𝒋=𝟎

 

(18

) 
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𝑡jو   =
(−1)𝑗(

𝑏−1
𝑗
)

𝛽(𝑎,𝑏) (𝑎+𝑗)
على    (18)وباشتقاق  نحصل 

 كما يلي:  𝑓𝑩𝑻𝑭𝒓(𝑥) مفكوك 

(20) 𝒇𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙) = ∑ 𝒕𝐣𝒉𝐚+𝐣(𝒙)

∞

𝐣=𝟎

 
 

توزيع   ℎa+j(𝑥)حيث:   كثافة    exp-TFr هي 
نتيجة رئيسية لهذا    (20(و)19) يمكن اعتبار المعادلات

القسم وباستخدامها نستطيع الحصول على العديد من  
لتوزيع   الرياضية  من   BTFrالخصائص  ببساطه 

توزيع   في  لها  المناظرة  وباستخدام  الخصائص 
)    (17)التمثيلات عن   (18و  التعبير  نستطيع 

𝐹𝐵𝑇𝐹𝑟(𝑥)  و 𝑓𝐵𝑇𝐹𝑟(𝑥)   مجاميع صورة  على 
  (Fr)لانهائية مرجحة من  تراكميات  وكثافات توزيع  

 كما يلي: 

(21) 𝑭𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙) = ∑ 𝐰𝐣𝐬𝑮𝐣𝐬(𝐱) 

∞

𝒋,𝒔=𝟎

 
 

بمعلمة    (Fr)لتوزيع    CDFهي   𝐺js(x)حيث:  
σ(a مقياس  + j + 𝑠)1/μ   شكل و          μومعلمة 

wjs =
(−1)𝑗+𝑠(

𝑏−1
𝑗
)(
𝑎+𝑗
𝑠
)

β(a,b)(a+j)
λ𝑠(1 + λ)a+j−s 

لـ  (21)  وباشتقاق المتسلسل  التمثيل  على  نحصل 
 𝑓𝐵𝑇𝐹𝑟(𝑥)  :كما يلي 

(22) 𝒇𝑩𝑻𝑭𝒓(𝒙) = ∑ 𝐰𝐣𝐬 𝒈𝐣𝐬(𝐱)

∞

𝒋,𝒔=𝟎

 
 

بمعلمة   (Fr)لتوزيع    PDFهي   𝑔js(x)حيث:   
σ(a مقياس  + j + 𝑠)1/μ   شكل والتي   μومعلمة 

 تعطى بالشكل: 

𝑔js(x) = (a + j + 𝑠)𝜇𝜎
𝜇 𝑥−(𝜇+1)  e−(a+j+𝑠)(

𝜎

𝑥
)𝜇    

أيضًا   المعادلاتويمكن  نتائج    ( 22)و (  21)اعتبار 
نهائية لهذا القسم الفرعي وباستخدامها يمكننا اشتقاق  

لتوزيع   الرياضية  ودوال   BTFrالخصائص  كالعزوم 
وإ العزوم  من  توليد  بسهولة  الترتيب  حصاءات 

 .   (Fr)في توزيع المناظرة لها الخصائص 
 لعزوم  ودالة توزيع االعزوم   3.2

إحصائي تحليل  أي  في  وضرورية  مهمة  ,  العزوم 
خاصة في التطبيقات, وبواسطتها يمكن الحصول على 

الوسط والتشتت    :أهم سمات وخصائص التوزيع مثل
 𝑋 ل ـ 𝑟من الرتبة  تعطى العزوم والانحراف والتفرطح. 

𝑋 حيث   ∼ BTFr(𝜇, 𝜎, 𝜆, 𝑎, 𝑏)     يشار  والتي
 بالعلاقة: 𝜇𝑟́ا بـ  إليه

 نحصل على (22ومن )

𝑌𝑗𝑠حيث  
𝑟 ∼ Fr(𝜇, σ(a + j + 𝑠)1/μ)  ومن

,Fr(σعزوم توزيع   𝜇) يكون العزم النهائي بالشكل   

على الأربعة العزوم  ( يمكننا الحصول  25وباستخدام)
مثل   للتوزيع  الإحصائية  الخصائص  وإيجاد  الأولى 

والتفرطح والانحراف  والتباين  باستخدام    المتوسط 
 العلاقة المعروفة.  

  nمن الرتبة    (Moments central)العزوم المركزية  
𝑋حيث   𝑋   لـ ∼ 𝐵𝑇𝐹𝑟(𝑎, 𝑏, 𝜇, 𝜎, 𝜆)   تعطى  ،

 بالصورة:

𝝁𝒓́ = 𝑬(𝑿
𝒓) = ∫ 𝒙𝒓

∞

𝟎

𝒇
𝑩𝑻𝑭𝒓

(𝒙)𝒅𝒙     (23) 

𝝁𝒓́ = 𝑬(𝑿
𝒓) = ∑ 𝐰𝐣𝒔   𝑬(𝒀𝒋𝒔

𝒓 )   

∞

𝒋,𝒔=𝟎

 (24) 

𝝁𝒓́ = 𝑬(𝑿
𝒓) = 𝝈𝒓𝚪 [𝟏 −

𝒓

𝝁
] 

          . ∑ 𝒘𝒋𝒔

∞

𝒋,𝒔=𝟎

 (𝐚 + 𝐣 + 𝐬)𝒓/𝛍  , 𝝁

> 𝒓 

(25) 
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(26) 

𝑴𝒏 = 𝑬(𝑿 − 𝝁𝟏́)
𝒏     

= ∑(−𝟏)𝒏−𝒓 (
𝒏

𝒓
)𝝁𝟏́

(𝒏−𝒓)𝑬(𝑿𝒓)

𝒏

𝒓=𝟎

 

 

(27) 
𝑴𝒏 =∑(−𝟏)𝒏−𝒓 (

𝒏

𝒓
)𝝁𝟏́

(𝒏−𝒓)𝝈𝒓𝚪 [𝟏

𝒏

𝒓=𝟎

−
𝒓

𝝁
] 

 

   تعطى كما يلي  (Mgf)الدالة المولدة للعزوم كما أن 

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑡𝑥) =  ∑
𝑡𝑟  

𝑟!
𝐸(𝑋𝑟)    ∞

𝑟=0  

(28) 

𝑴𝑿(𝒕)

= ∑ 𝒘𝐣𝐬∑
𝒕𝒓  𝝈𝒓 (𝐚 + 𝐣 + 𝐬)

𝒓
𝛍

𝒓!
 

∞

𝒓=𝟎

∞

𝐣,𝐬=𝟎

 

                     𝚪 [𝟏 −
𝒓

𝝁
] 

 

  ات المرتبةالإحصاء 3.3

(Order statistics) 
   )والذي iللإحصاءة ذات الرتبة     PDFهنا، نشتق  
إليه بـ   يشار  بالحجم   Xi:nا    n( في عينة عشوائية 

توزيع   أن  و   BTFrمن  X(1)بافتراض  < ⋯ <

X(n) مرتبة إحصاءات  أن تمثل  المعروف  من   ،
PDF   للإحصاءةXi:n :تعطى بالشكل 

(29) 

𝒇𝐢:𝐧(𝐱)

=
𝟏

𝐁(𝐢, 𝐧 − 𝐢 + 𝟏)
𝒇(𝐱)𝑭(𝐗)𝐢−𝟏 

                . [𝟏 − 𝑭(𝐗)]𝐧−𝐢 
 

 

 لدينا ( يكون 22(و)21وباستخدام)

𝒇𝒊:𝒏(𝒙) =
𝝁𝝈𝝁𝒙−(𝝁+𝟏)

𝑩(𝒊, 𝒏 − 𝒊 + 𝟏)
[𝟏 + 𝝀

− 𝟐𝝀𝐞−(
𝝈
𝒙)
𝝁

 ] 

× (∑ 𝒘𝒋𝒔 (𝒂 + 𝒋 + 𝒔)  𝐞
−(𝒂+𝒋+𝒔)(

𝝈
𝒙)
𝝁

∞

𝒋,𝒔=𝟎

) 

×∑(−𝟏)𝒌 (
𝒏 − 𝒊
𝒌

)(∑ 𝒘𝒋𝒔 (𝒂 + 𝒋

∞

𝒋,𝒔=𝟎

𝒏−𝒊

𝒌=𝟎

+ 𝒔) 𝐞−(𝒂+𝒋+𝒔)(
𝝈
𝒙)

𝝁

)

𝒊+𝒌−𝟏

  
(30) 

uوبوضع   = e−(
𝜎

𝑥
)
𝜇

 من الصيغ الاتية:و    

𝑤𝑚: حيث
∗ = ∑ 𝑘

∞
𝑘:𝑘+1=𝑚 من       وكذلك، 

(Gradsteyn and Rzhik 

2000,section0.314)  

 بالشكل التالي:  ( 31)يمكن التعبير عن 

𝑑𝑖+𝑠−1,𝑚:   حيث = (𝑚𝑤0
∗)−1 ∑ {𝑞(𝑖 + 𝑠) −∞

𝑞=1

𝑚}𝑤𝑚
∗  𝑑𝑖+𝑠−1,𝑚−𝑞 

𝑑𝑖+𝑠−1,0و          = (𝑤0
∗)𝑖+𝑠−1 =

(∑ (−1)𝑗+1 (
𝑏 − 1
𝑗
)

1

𝛽(𝑎,𝑏)(𝑎+𝑗)
   ∞

𝑗=0 )
𝑖+𝑠−1 

 التالي:بالشكل ( 34) ويمكن كتابة

(34) 

𝒇𝒊:𝒏(𝒙) =
𝝁𝝈𝝁𝒙−(𝝁+𝟏)

𝑩(𝒊, 𝒏 − 𝒊 + 𝟏)
      

∑(−𝟏)𝒔 (
𝒏 − 𝒊
𝒔
) (∑∑𝒎𝒅𝒊+𝒔−𝟏,𝒕 𝒘𝒎

∗  𝒖𝐦+𝐭
∞

𝒕=𝟎

∞

𝒎=𝟏

)

𝒏−𝒊

𝒔=𝟎

 

𝒇𝒊:𝒏(𝒙)

=
𝟏

𝑩(𝒊, 𝒏 − 𝒊 + 𝟏)
∑(−𝟏)𝒔 (

𝒏 − 𝒊
𝒔
)

𝒏−𝒊

𝒔=𝟎

 

(∑∑
𝒎𝒅𝒊+𝒔−𝟏,𝒕 𝒘𝒎

∗  

𝒎 + 𝒕
{(𝐦

∞

𝒕=𝟎

∞

𝒎=𝟏

+ 𝐭)𝝁𝝈𝝁𝒙−(𝝁+𝟏)𝐞−
(𝐦+𝐭)(

𝝈
𝒙
)
𝝁

}) 

 

∑𝒘𝒌 𝒖
(𝐤+𝐥) = ∑ 𝒘𝒎

∗  𝒖𝐦
∞

𝒎=𝟎

∞

𝒌=𝟎

   

 ∑ 𝒘𝒋𝒔(𝒂 + 𝒋 + 𝒔)𝒖
(𝒂+𝒋+𝒔)

∞

𝒋,𝒔=𝟎

= ∑ 𝒎𝒘𝒎
∗  𝒖𝐦

∞

𝒎=𝟎

 

(31) 

(∑𝒂𝒌 𝒖
𝐤

∞

𝒌=𝟎

)

𝒓

=∑𝒅𝒓,𝒌 𝒖
𝐤

∞

𝒌=𝟎

 

 

(32) 

𝒇𝒊:𝒏(𝒙)

=
𝝁𝝈𝝁𝒙−(𝝁+𝟏)

𝑩(𝒊, 𝒏 − 𝒊 + 𝟏)
(∑ 𝒎𝒘𝒎

∗   𝒖𝐦
∞

𝒎=𝟎

) 

∑(−𝟏)𝒔 (
𝒏 − 𝒊
𝒔
) (∑ 𝒅𝒊+𝒔−𝟏,𝒎  𝒖

𝐦

∞

𝒎=𝟎

) 

𝒏−𝒊

𝒔=𝟎

 (33

) 
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 : ويكون الشكل النهائي كما يلي

(35) 𝒇𝒊:𝒏(𝒙) = ∑∑𝒄𝒊(𝒎 + 𝒕)𝒉𝒎+𝒕(𝒙)

∞

𝒕=𝟎

∞

𝒎=𝟏

  

𝑐𝑖(𝑚 :           حيث +) =

1

𝐵(𝑖,𝑛−𝑖+1)

𝑚 𝑤𝑚
∗  

𝑚+𝑡
∑ (−1)𝑠 (

𝑛 − 𝑖
𝑠
)𝑑𝑖+𝑠−1,𝑡

𝑛−𝑖
𝑠 

)ℎ𝑚+𝑡و  إلى   (    (Fr)لتوزيع    PDF  تشير 
𝜎(𝑚)ومعلمة مقياس    μ  شكل بمعلمة + 𝑡))

1

𝜇    
 ( استخدام  عزوم  36ويمكن  على  (للحصول 

 توزيع الاصلي  ات المرتبة من عزوم الالإحصاء
 رقام العشوائيةودالة توليد الأ   الكمياتدالة  3.4
((Quantiles function& Random 

number generator) 
  معادلة:للهي الحل الحقيقي    qf دالة الكميات   

(36) 𝑭(𝒙𝒒) = 𝒒  ,   𝟎 ≤ 𝒒 ≤ 𝟏  
دالة الكميات  ( نحصل على  10في )  CDFوبعكس  

qf    العشوائي 𝑋حيث    للمتغير  ∼

BTFr(𝑎, 𝑏, 𝜇, 𝜎, 𝜆) بالشكل التالي   : 
(37) 𝒙𝒒 = 𝝈(−𝑳𝒐𝒈𝒁)

−𝟏
𝝁  

 
  : 𝑍حيث  ∈ التربيعية:   هو (0,1) المعادلة  حل 

 𝜆𝑍2 − (1 + 𝜆)Z + Ι𝑞
−1(𝑎, 𝑏) = 0 

 والذي يعطى بالصورة  
  

(38) 

𝒁

=

(𝟏 + 𝝀) − √(𝟏 + 𝝀)𝟐 − 𝟒𝝀𝚰𝒒
−𝟏(𝒂, 𝒃)

𝟐𝝀
 

 

Ι𝑞و   
−1(, 𝑏)   هو معكوس دالة بيتا الناقصة بالمعالم

a,b   نحصل  (38( في )39). وأخيرًا بتعويض
 :BTFrلتوزيع  qfعلى دالة الكميات 

 
( الكميات  (40ومن  على  الحصول  :   الأ  يمكن  تية 

Q1 = Q0.25    ,Q2 = Q0.5   , Q3 = Q0.75 

الحصول  وباستخدامها   من يمكن  العديد  على 
لال الاخرى  المميزة  العددية  والسمات  توزيع خصائص 
(BTFr)    والانحراف الوسيط  المثال  سبيل  على 

 .  باستخدام الصيغ المناسبة لهاالربيعي 
رقام  أ( يمكننا توليد  40وبنفس الأسلوب والطريقة في )

 على النحو التالي:  (BTFr)عشوائية من توزيع 
كان   عشوائي   Uإذا  مع متغير  بيتا  توزيع  يتبع 

,b    موجبةالمعلمات ال a  :فان المتغير العشوائي   

 .  (BTFr) يتبع توزيع 

 المعالم:تقدير  الفصل الثالث:
(Parameter Estimation ) 

في   المعلمات    الإحصاءتتوافر  لتقدير  طرق  عدة 
طريقة  أن  إلا  احتمالي،  توزيع  أي  في  المجهولة 

الأعظم قدمها  ،(MLE)  الإمكان  العالم    التي 
(Fisher,1920)    الطرق أهم  من    ها وأكثر تعد 

الاحتمالية،   استخدامًا التوزيعات  معلمات  تقدير  في 
 ,Bain) لخصائصها المقاربة المثلى للمقدرات   نظرًا

1978,  Casella and Berger, 2002)  ،  والتي
وخاصية التباينات  الحالة الطبيعية المقاربة  أهمها  من  

أالتقريبية،   نها تمثل حجر الزاوية في الاستدلال  كما 
استخدامها لبناء فترات ثقة تقريبية، ويمكن  ،  الإحصائي

يمكن  إحصائياوفي   أنه  كما  الاختبارات،  بعض  ت 
التعامل مع التقريب الطبيعي لهذه المقدرات في نظرية  

.   عــــــــدديًا أو تحـــــــــليليًاإما    العينات الكـــــــبيرة بســــــــــــهولة
𝒙𝒒

= 𝝈

{
 

 

−𝑳𝒐𝒈

(

 
(𝟏 + 𝝀) + √(𝟏 + 𝝀)𝟐 − 𝟒𝝀𝚰𝒒

−𝟏(𝒂, 𝒃)

𝟐𝝀

)

 

}
 

 

−𝟏
𝝁

 

(39

) 

𝑿

= 𝛔(−𝐋𝐨𝐠(
(𝟏 + 𝛌) + √(𝟏 + 𝛌)𝟐 − 𝟒𝛌𝐔

𝟐𝛌
))

−𝟏
𝛍

 

                            , 𝟎 < 𝐮 < 𝟏 

(40) 
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(Afify at al,2017)   كما أن مصفوفة معلومات ،
في الاستدلال خاصة    مهمًا   تؤدي دورًاالمرصودة    فيشر

الثقة  فترات  وبناء  التقريبية  التباينات  تقدير  في 
واختبارات الفروض )بطريقة والد( ودقة التقدير واختيار  

الافضل، هذه  (Ly et al ,2017)النموذج  في   ،
نستخدم   توزيع   (MLE)الدراسة،  معلمات  لتقدير 

(BTFr ) ،مع حساب مصفوفة المعلومات المرصودة ،
 فترات الثقة  لتقدير التباينات التقريبية للمقدرات ولبناء

ول أالتقريبية  استخدام  خلال  من  ادائها  سلوب تقييم 
 المحاكاة .

   BTFrالإمكان الأعظم لمعلمات   اتتقدير  3.1
Maximum likelihood estimation on 

the parameters 

أن   ــافتراض  =بـــــ (𝑋1 , 𝑋2 , … . , 𝑋𝑛)    ــة عينـــــ
ــة   ــوائـــــيـــــ تـــــوزيـــــععشــــــــــــــــ وأن  BTFr)  مـــــن   ،)𝚯 =

( 𝜇 , 𝜎 , 𝜆, 𝑎, 𝑏)𝑇    غـيـر ــات  لـلـمـعـلـمـــــ ــه  مـتـجـــــ هـو 
ــة   مــلاحــظـــــ ــة  قــيــمـــــ ــل  أجـــــ ومــن  ــة،  𝑥الــمــعــروفـــــ =

(𝑥1 , 𝑥2 , … . , 𝑥𝑛)    للعينــة𝑋    ن دالــة الامكــان فــإ
ــ   لــــــــــــــــــــــــــ ــة  ــاريتميــ إليه ــــوالــــذي     𝚯اللوغــ بـ  يشـــــــــــــــــار  ا 
ℓ(𝚯) = log L(𝚯) تعطى بالعلاقة: 

(41) 

𝓵(𝚯) = 𝐧 𝐥𝐨𝐠𝛍 + 𝐧𝛍 𝐥𝐨𝐠𝛔 − 𝐧 𝐥𝐨𝐠𝛃(𝐚, 𝐛) 

−(𝛍 + 𝟏)∑𝐥𝐨𝐠 𝐱𝐢

𝐧

𝐢=𝟏

− 𝐚∑(
𝛔

𝐱𝐢
)
𝛍

𝐧

𝐢=𝟏

 

+ ∑𝐥𝐨𝐠 [𝟏 + 𝛌 − 𝟐𝛌 𝐞
−(
𝛔
𝐱𝐢
)
𝛍

]

𝐧

𝐢=𝐢

 

+(𝐚 − 𝟏)∑𝐥𝐨𝐠 [𝟏 + 𝛌 − 𝛌 𝐞
−(
𝛔
𝐱𝐢
)
𝛍

]

𝐧

𝐢=𝟏

 

+(𝐛 − 𝟏)∑𝐥𝐨𝐠 {𝟏 − 𝐞
−(
𝛔
𝐱𝐢
)
𝛍

[𝟏 + 𝛌 − 𝛌 𝐞
−(
𝛔
𝐱𝐢
)
𝛍

]}

𝐧

𝐢=𝟏

 

 

ب (MLEs)يجادلإ من نقوم  الجزئية  المشتقات  إيجاد 
الأ للدالةالرتبة  للمعلمات  ℓ(𝚯)   ولى  بالنسبة 

𝜇 , 𝜎 , 𝜆, 𝑎, 𝑏  البحث  )و في  مذكورة  المشتقات  هذه 

بالمؤلف(الأ الخاص  مكونات   صلي  على  للحصول 
 متجه القيم: 

 𝑈 = 𝑈(𝜣) = (
𝜕ℓ(𝜣)

𝜕𝜇
,
𝜕ℓ(𝜣)

𝜕𝜎
 ,
𝜕ℓ(𝜣)

𝜕𝜆
 ,
𝜕ℓ(𝜣)

𝜕𝑎
,
𝜕ℓ(𝜣)

𝜕𝑏
 )
𝑇           

على   نحصل  بالصفر  القيم  متجه  عناصر  وبمساواة 
 نظام المعادلات غير الخطي : 

(42) 

𝑼(𝜣) = 𝟎  ⇔    
𝝏𝓵(𝜣)

𝝏𝝁
=
𝝏𝓵(𝜣)

𝝏𝝈

=  
𝝏𝓵(𝜣)

𝝏𝝀
=
𝝏𝓵(𝜣)

𝝏𝒂

=
𝝏𝓵(𝜣)

𝝏𝒃
= 𝟎 

 

لتعقيد هذه المعادلات نستخدم خوارزمية عددية  ونظرًا
حسين العددي بمساعدة التكرارية للتنيوتن رافسون  مثل  

 الحل.     إلىللوصول  SAS البرنامج الإحصائي

   BTFrلمعلمات فترات تقدير ال 3.2
        (Interval Estimation ) 

لـ   التقريبية  التباينات  وبناء فترات    (MLEs)لحساب 
للمعلمات التقريبية  إلىالثقة  نحتاج  مصفوفة   ، 
المرصودة  The observed)  المعلومات 

information matrix)    على نحصل  والتي 
الثانية   الرتبة  من  الجزئية  المشتقات  من  عناصرها 

ذات  ℓ(𝚯) للدالة  المرصودة  المعلومات  مصفوفة 
إليهوالتي  5 × 5الأبعاد بـ  يشار  𝑛ا  = 𝐽𝑛(𝚯) 

 تعطى بالشكل: 
)𝑈𝑟𝑠  حيث:  ) = −  

𝜕2𝑙(𝚯)

𝜕𝑟𝜕𝑠  
  ;   𝑟, 𝑠 =  𝜇 , 𝜎 , 𝜆, 𝑎, 𝑏 

العشوائية   للمتغيرات  الانتظام،  ظروف  ظل  وفي 
𝑋1 , 𝑋2 , … . , 𝑋𝑛   تتبع والتي  المستقلة 

العينة(BTFr)توزيع حجم  يكون  وعندما   ,  𝑛    كبيرًا  
 (𝑛 → لـ  (∞ المقارب  التوزيع  يكون    Θ̂𝑀𝐿   فإن 

المتغيرات   متعدد  ومصفوفة)    Θبمتوسط   طبيعي 
بواسطة      -تباين تقديرها  يمكن  𝐽𝑛(𝚯̂)تغاير( 

−1  
(Lehmann,1983) :  
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: 𝚯̂  حــــــــيــــــــث  = (𝜇̂ , 𝜎̂ , 𝜆̂ , 𝑎̂  , 𝑏̂)
𝑇    و 𝚯 =

( 𝜇 , 𝜎 , 𝜆, 𝑎, 𝑏)𝑇  و  ،𝐽𝑛(𝚯̂)  إ ــالــــــي  هــــــو  ــمـــــ جــــ
عنـد   قُيمـتمصــــــــــــــفوفـة المعلومـات المرصــــــــــــــودة التي  

𝚯 = 𝚯̂  ــل ــكـــــ ــالشـــــــــــــــ بـــــ تــــعــــطــــى  𝐽𝑛(𝚯̂) :والــــتــــي  =

(−  
𝜕2𝑙(𝚯)

𝜕𝚯𝜕𝚯𝑻  
)
𝚯=𝚯̂

 
حساب   يمكن  المقارب،  التوزيع  على  وبناءً 

100%(1 − 𝛼) ثقة تقريبية ذات اتجاهين لكل    رةفت
 بالصيغة :  𝜃𝑖  معلمة 

 𝑨𝑪𝑰(𝜽𝒊  , 𝟏 − 𝜶) = 

         (𝜽̂𝒊−𝒁𝟏−𝜶
𝟐
  √𝑱𝒊𝒊(𝚯̂)  , 𝜽̂𝒊

+𝒁
𝟏−𝜶

𝟐
√𝑱𝒊𝒊(𝚯̂) ) 

(44) 

 : رقم     𝐽𝑖𝑖(𝚯̂)  حيث   القطري  العنصر  ,𝑖)    هو  𝑖    )

𝐽    للمصفوفة: 
𝑛
(𝚯̂)−1     و𝑍1−𝛼

2
للتوزيع    القيمة الحرجة   

 ، (Casella and Berger, 2002الطبيعي القياسي  
 (Simulationn Studyدراسة المحاكاة )  3.3

 لتقييم أداء المقدرات وفترات الثقة في العينات  
 قمنا بتنفيذ دراسة للمحاكاة المحدودة

 

 :المحاكاة تصميم تجربة-
وفترات    MLEsاستند تقييم سلوك العينة المحدودة لـ  

 : يعلى ما يل( BTFr)توزيع معلماتلالثقة 
ل.  1 العكسي  التحويل  طريقة   2000توليد  استخدام 

الافتراضية    (BTFr)توزيع  من  عينة القيم  مع 
 رقام العشوائية:باستخدام دالة توليد الأ

(46) 

𝑿

= 𝛔(−𝐋𝐨𝐠(
(𝟏 + 𝛌) + √(𝟏 + 𝛌)𝟐 − 𝟒𝛌𝐔

𝟐𝛌
))

−𝟏
𝛍

 

 

 من أجل كل عينة أي نوجد: MLEs. حساب 2
(𝜇̂𝑖 , 𝜎̂𝑖 , 𝑎̂𝑖 , 𝑏̂𝑖 , 𝜆̂𝑖)    , 𝑖 = 1,2,… ,2000       

من أجل كل    MLEsخطاء المعيارية لـ  . حساب الأ3
نوجد:  أي  𝑆𝜇̂) عينة  , 𝑆𝜎̂𝑖 , 𝑆𝜆̂𝑖 , 𝑆𝑎̂𝑖 , 𝑆𝑏̂𝑖)      , 𝑖 =

1,2,… ,2000 
الأ  حساب  معكوس يتم  طريق  عن  المعيارية  خطاء 

عند   تقيمها  تم  التي  المرصودة  المعلومات  مصفوفة 
MLEs  . 

الأ4 مربعات  ومتوسطات  التحيزات  خطاء  .حساب 
 :بالصيغ الاتية

(47) 𝐁𝐢𝐚𝐬𝛉(𝐧) =
∑ (𝛉̂𝐢 − 𝛉)
𝐤
𝐢=𝟏

𝐤
  

(48) 𝐌𝐒𝐄𝛉(𝐧) =
∑ (𝛉̂𝐢 − 𝛉)

𝟐𝐤
𝐢=𝟏

𝐤
 

 

𝜃لأجل   = μ, σ, 𝜆, 𝑎, 𝑏 
الدنيا الأاحتمالات  .حساب  5  والعليا   (L) خطاء 

(U)   جمالية  والإ(T)  المعنوية   ى مستو ل  الثقة  اتفتر ـل
𝛾 =  بالصيغ الاتية: 0.05

(49) 𝐋𝜽(𝒏) =
{𝛉
∧

+ 𝛇
(𝟏−

𝛄
𝟐
)
𝐒 (𝛉

∧

) < 𝛉𝟎}

𝐤
 

 

 

(50) 
𝐔𝜽(𝒏) =

{𝛉
∧

− 𝛇
(𝟏−

𝛄
𝟐
)
𝐒 (𝛉

∧

) > 𝛉𝟎}

𝐤
 

 

 

𝜃جل  لأ = μ, σ, 𝜆, 𝑎, 𝑏 :حيث  𝑍1−𝛼
2

القيمة  
القياسي    الحرجة الطبيعي  القيمة  θ0،  للتوزيع 

  الحقيقية للمعلمة.
 
 

𝚯̂ ≈ 𝑵𝟓 ( 𝚯; 𝑱𝒏(𝚯̂)
−𝟏
)         (43) 

𝑱𝒏(𝚯)

=

[
 
 
 
 
 
𝑼𝝁𝝁
𝑼𝝈𝝁
𝑼𝝀𝝁
𝑼𝒂𝝁
𝑼𝒃𝝁

𝑼𝝁𝝈
𝑼𝝈𝝈
𝑼𝝀𝝈
𝑼𝒂𝝈
𝑼𝒃𝝈

𝑼𝝁𝝀
𝑼𝝈𝝀
𝑼𝝀𝝀
𝑼𝒂𝝀
𝑼𝒃𝝀

𝑼𝝁𝒂
𝑼𝝈𝒂
𝑼𝝀𝒂
𝑼𝒂𝒂
𝑼𝒃𝒂

𝑼𝝁𝒃
𝑼𝝈𝒃
𝑼𝝀𝒃
𝑼𝒂𝒃
𝑼𝒃𝒃]

 
 
 
 
 

 
(45) 
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 بأحجام مختلفة  عيناتنكرر الخطوات السابقة ل. 6
𝑛 = {10, ونحسب     {30,50,80,100,200,

التقديرات والاخطاء    MLEs  متوسطات 
المعايير  و  لها   (SE)المعيارية و    𝐵𝑖𝑎𝑠𝜃(𝑛)  وقيم 

𝑀𝑆𝐸𝜃(𝑛)   وL𝜃(𝑛)   ،U𝜃(𝑛)   لأجل 𝜃 =

μ, σ, 𝜆, 𝑎, 𝑏(2وهي موضحة في الجدول ) 

 : نتائج المحاكاة التحليل الإحصائي ل-
 .بالنسبة للمقدرات  أظهرت نتائج المحاكاة أن:1
في العينات    ،موجبًا  جميع المعلمات تظهر انحيازًا  -

الصفر    تتناقص  إلى التحيزات    بشكل عامو   الصغيرة
العينة   حجم  زيادة  𝑛) مع  → مع   (∞ يتوافق    مما 

   .MLEلـ خاصية عدم التحيز المقارب 
مع زيادة إلى الصفر  لكل معلمة   MSEتتناقص قيم    -

𝑛حجم العينة)  → لـ  خاصية الاتساق    مما يؤكد،  (∞
MLE. . 

خطاء  تشير القيم الصغيرة للتحيزات والأ بشكل عام،    -
التربيعية  المعيارية ومتوسط الأ أن طريقة   إلى خطاء 

الاحتمالية القصوى تؤدي أداءً جيداً في تقدير معلمات  
لخصائص    االمقترح، وهذا كما هو متوقع نظرً التوزيع  

مما يؤكد  لمقدر الاحتمالية القصوى ،    العينة الكبيرة  
( مرضٍ BTFrمقدر الاحتمالية القصوى لتوزيع )أن  

 فعال بشكل مقاربو حتى بالنسبة للعينات الصغيرة ،  
ويمكن تقدير تباينه بشكل ملائم من معكوس مصفوفة 

 .  المرصودة المعلومات
 أظهرت نتائج المحاكاة مايلي:.بالنسبة لفترات الثقة  2
لا لكل معلمة    (T)   الكلي  الخطأ  ت احتمالابشكل عام  -

أحجام  الإسمي    الخطأ احتمال  يُحقق   العينة  عند 
أن    إلى ن احتمالات فترة الثقة تميلإبالتالي ف الصغيرة  

محافظة،   غير    الخطأ احتمال  يتحقق  بينما  تكون 

كون احتمالات  وت،  حجام العينات الكبيرةأ  الإسمي عند
محافظة الثقة  احتمالات  كما    .فترات    الخطأ تقترب 

الاسمي مع    الخطأ احتمال  لكل معلمة من    (T)  الكلي
يؤكد   مما  العينة  حجم  التغطية  زيادة  احتمالات  أن 

  %95لفترات الثقة التقريبية تحقق مستوى الثقة الاسمي  
  )حسب نظرية العينات الكبيرة(.

الخطأ الأدنى والأعلى لكل   يتحقق تماثل احتمالات-
وينخفض الفرق ، اتعند مختلف أحجام العين معلمة

بينها إلى الصفر مع زيادة حجم العينة مما يؤكد  
انخفاض لمتوسطات أطول التغطية لفترات الثقة لكل  

 معلمة إلى الصفر مع زيادة حجم العينة.
 (BTFr) توزيعالعملي ل  تطبيقالفصل الرابع: ال

مهنا،   على مجموعة (  BTFr)تطبيق عملي لتوزيع    قُدِّ
بهدف اختبار قدرته وكفاءته في    من البيانات الحقيقية

ة لبيانات ذات الخصائص المعقدة الإحصائيالنمذجة  
أدائه   الفرعية وهي:  مع  ولمقارنة  توزيعاته  أربعة من 

، ( Exp-Fr) توزيع(،  TFr) توزيع،  (BFr)توزيع
لهذه الاحتمال   اتكثاف ال  والدوتعطى  ،  ( Frتوزيع) ية 

𝒙التوزيعات كمايلي)  > 𝟎:)   
 

(51) 

𝐁𝐅𝐫: 𝒇(𝒙)

= 
 𝝁𝝈𝝁 

𝜷(𝒂,𝒃)
𝒙−(𝝁+𝟏)𝒆−𝒂(

𝝈
𝒙)
𝝁

 

                    . {𝟏 − 𝒆
−(
𝝈
𝒙
)
𝝁

 }
𝒃−𝟏

 

𝐓𝐅𝐫: 𝒇(𝒙) =  𝝁𝝈𝝁 𝒙−(𝝁+𝟏)  𝒆−
(
𝝈
𝒙
)
𝝁

 

               . [𝟏 + 𝝀 − 𝟐𝝀𝒆
−(
𝝈
𝒙
)
𝝁

 ] 

𝐄𝐱𝐩 − 𝐅𝐫: 𝒇(𝒙)

= 𝒂 𝝁 𝝈𝝁 𝒙−(𝝁+𝟏)𝒆
−𝒂(

𝝈
𝒙
)
𝝁

 

𝐅𝐫: 𝒇(𝒙) = 𝝁𝝈𝝁 𝒙−(𝝁+𝟏)  𝒆−(
𝝈
𝒙
)𝝁

 

 

البيانات:    4.1 مجموعة  مجموعة وصف  تتكون 
الحقيقية    أوقات  حول مشاهدة    100من  البيانات 
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الخدمة في  الانتظار العميل  يتلقى  قبل أن  )بالدقائق( 
عل،  البنك العثور   Ghitany et)  في   يهايمكن 

al.2008) :وهذه البيانات هي 
0.8, 0.8, 1.3, 1.5, 1.8, 1.9, 1.9, 2.1, 2.6, 2.7 , 2.9, 

3.1, 3.2 ,3.3 , 3.5 , 3.6 , 4.0 , 4.1 , 4.2, 4.2 4.4 , 

4.6 , 4.7 , 4.7 , 4.8 , 4.9 , 4.9 , 5.0 , 5.3 , 5.5 , 5.7 

, 4.3 ,  6.1 , 6.2 , 6.2 , 6.2 , 6.3 , 6.7 , 6.9 , 7.1 

, 7.1 , 7.1 , 7.1 , 7.4 ,  4.3 ,  7.6 , 7.7 , 8.0 , 5.2 

, 8.6 , 8.6 , 8.8 , 8.8 , 8.9 , 8.9 , 9.5 , 9.6 , 9.7 , 

9.8 , 10.7 , 10.9 , 11.0 , 11.0 , 11.1 , 11.2 , 11.2 

, 11.5 , 11.9 , 12.4 , 12.5 , 12.9 , 13.0 , 13.1 , 

13.3 , 13.6 , 13.7 , 13.9 , 14.1 , 15.4 , 15.4 , 17.3 

, 17.3 , 18.1 , 18.2 , 18.4 , 18.9 , 19.0 , 19.9 , 

20.6 , 21.3 , 21.4 , 21.9 , 23.0 , 27.0 , 31.6 , 33.1 

, 38.3 

ة  الأساسية  ( الخصائص الإحصائي3ل)ويوضح الجدو 
قيم    إلى(  1.489للبيانات ويشير الانحراف الموجب )

(  5.55متطرفة طويلة الذيل ويؤكد التفرطح المرتفع )
( الوسيط  أن  كما  ثقيلة  ذيول  من  6.5وجود  أقل   )

( يشير التي عدم تمثل البيانات. لذلك  9.8المتوسط )
فإن هذه البيانات تمثل حالة واقعية للقيم المتطرفة غير  

سئلة البحثية  يجعلها مناسبة لاختبار الأ المتماثلة مما  
واختبار  حول قدرة التوزيع على نمذجة البيانات المعقدة  

أ التوزيع  بأن  التوزيعات الفرضية  من  مرونة  كثر 
 الكلاسيكية.

 وتوزيعاته الفرعية  (BTFrتوزيع)معلمات    قُدرت  4.2
BFr , TFr, EFr, Frمكان مع  باستخدام طريقة الإ

المعلومات  باستخدام مصفوفة  مقدرة  معيارية  أخطاء 
 (  4المرصودة وهي موضحة في الجدول)

لبيانات    BTFr))تم اختبار جودة ملاءمة توزيع    4.3
،باستخدام    0.05أوقات الانتظار عند مستوى معنوية  

,∗𝐴∗,𝑊الاختبارات:   K − S ( الجدول  ( 5ويُقدّم 
   نتائج هذه الاختبارات.

توزيع)  تم  4.4 أداء  مع  BTFrمقارنة  توزيعاته ( 
مجموعة المعايير المعلوماتية لجودة  استخدام  الفرعية ب

  هذه المعايير:   ( قيم6ويسرد الجدول)  (ICالملاءمة )
{−2ℓ , AIC , CAI𝐶  , BIC , HQIC}  

 ( ، LRإجراء اختبار نسبة الاحتمال)   أيضًا   تم  4.6
المعلمات   أهمية  من  ويُوضح   الإضافيةللتحقق 

)7الجدول) اختبار  نتائج   )LR الصفرية للفرضية   )
𝐻0   البديلة الفرضية  مستوى   𝐻1مقابل  عند 

  0.05معنوية
 مناقشة نتائج التطبيق العملي: 4.7

الجدول)1 نتائج  تظهر  للمقدرات،4.  عالية  كفاءة   ) 
يؤكد    نظرًا مما  المعيارية،  للأخطاء  الصغيرة  للقيم 

في تحسين مرونة    الإضافيةالدلالة المعنوية للمعلمات  
 النموذج

نتائج  .  2 )تظهر  أ5الجدول  <P-value   : ن  ( 

الثلاثة   0.05 أي سبب   للاختبارات  يوجد  لذلك لا 
في    BTFrومن ثم نستنتج كفاءة توزيع   H0لرفض 

 . المعقدةنمذجة البيانات 
الجدول).  3 نتائج  أن  6يتضح من   BTFr)) توزيع( 

لإ قيم  أدنى  على  الملاءمة حصائيًايحتوي  جودة  ت 
{−2ℓ , AIC , CAI𝐶  , BIC , HQIC}   ،  يؤكد  مما

المتطرفة  BTFr توزيع  تفوق   البيانات  نمذجة  في 
 مقارنة بتوزيعاته الفرعية.

اختبارات).4 نتائج  من  الجدول)LRيتضح  في   )7  )
للأربع الفرضيات ، لذلك يتم    p-value<  0.05أن:  

مما  BTFr )توزيع 𝐻1لصالح   𝐻0رفض   كد يؤ ( 
  في تحسين مرونة توزيع الإضافيةأهمية المعلمات 

BTFr  عند مقارنته مع توزيعاته الفرعية حيث 
ضافة  إ، بينما  تحسين الملاءمةمعلمة التحويل    أسهمت

السؤال    عن. وهذا يجيب  معلمتي الشكل مرونة معنوية
في   التربيعي  والتحويل  بيتا  تعميم  دور  البحثي حول 

 تحسين مرونة النموذج.
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 نتائج المحاكاة للمقدرات وفترات الثقة  :  (2)جدول

 احتمالات الخطأ الدنيا والعليا والكلية   95%
   ( BTFr)لتوزيع  MLEs  لـ ةالإحصائيالخصائص  (BTFrفترات الثقة لمعالم توزيع )ل

Total Upper Lower SE MSE Bias 
Parameter 

Estimation 
Parameter 

Sample 

 size 

0.2441028 0.1367791 0.1073237 0.0996134 0.0125555 0.1120514 μ̂ = 1.2205139 𝜇  

 

 

10 

0.0954324 0.1082773 0.012845 0.0471116 0.0007682 0.0277162 σ̂ = 0.477162  𝜎 

0.1241528 0.0965735 0.0275793 0.0843201 0.0010289 0.0320764 𝜆̂ = 0.6207641  𝜆 

0.1398126 0.1161081 0.0237045 0.0017631 0.0008944 0.0299063 𝑎̂ = 0.699063  𝑎 

0.2871478 0.1629889 0.1241589 0.1649198 0.0087561 0.0935739 𝑏̂ =1.4357391  𝑏 

0.0813676 0.0435181 0.0378494 0.0332045 0.0013951 0.0373505 μ̂ =1.2205139 𝜇  

 

 

30 

0.0318108 0.0275604 0.0042504 0.0157039 0.0000854 0.0092387 σ̂ = 0.477162  𝜎 

0.0413843 0.0273311 0.0140532 0.0281067 0.0001143 0.0106921 𝜆̂ = 0.6207641  𝜆 

0.0466042 0.0321936 0.0144106 0.0005877 0.0000994 0.0099688 𝑎̂ = 0.699063  𝑎 

0.0957159 0.0515944 0.0441215 0.0549733 0.0009729 0.0311913 𝑏̂ =1.4357391  𝑏 

0.0488206 0.0257276 0.023093 0.0199227 0.0005022 0.0224103 μ̂ = 1.2205139 𝜇  

 

 

50 

0.0190865 0.01496 0.0041265 0.0094223 0.0000307 0.0055432 σ̂ = 0.477162  𝜎 

0.0248306 0.0155008 0.0093298 0.0168640 0.0000412 0.0064153 𝜆̂ = 0.6207641  𝜆 

0.0279625 0.0181137 0.0098488 0.0003526 0.0000358 0.0059813 𝑎̂ = 0.699063  𝑎 

0.0574296 0.0304513 0.0269782 0.0329840 0.0003502 0.0187148 𝑏̂ =1.4357391  𝑏 

0.0305128 0.0159073 0.0146055 0.0124517 0.0001962 0.0140064 μ̂ = 1.2205139 𝜇 

80 

0.011929 0.008641 0.0032881 0.0058890 0.0000120 0.0034645 σ̂ = 0.477162  𝜎 

0.0155191 0.0092841 0.0062350 0.0105400 0.0000161 0.0040096 𝜆̂ = 0.6207641  𝜆 

0.0174766 0.0107801 0.0066964 0.0002204 0.0000140 0.0037383 𝑎̂ = 0.699063  𝑎 

0.0358935 0.0188048 0.0170887 0.0206150 0.0001368 0.0116967 𝑏̂ =1.4357391  𝑏 

0.0244103 0.0126709 0.0117394 0.0099613 0.0001256 0.0112051 μ̂ = 1.2205139 𝜇 

100 

0.0095432 0.0066867 0.0028565 0.0047112 7.6819E-6 0.0027716 σ̂ = 0.477162  𝜎 

0.0124153 0.0072985 0.0051167 0.0084320 0.0000103 0.0032076 𝜆̂ = 0.6207641  𝜆 

0.0139813 0.0084517 0.0055296 0.0001763 8.9439E-6 0.0029906 𝑎̂ = 0.699063  𝑎 

0.0287148 0.0149713 0.0137434 0.0164920 0.0000876 0.0093574 𝑏̂ =1.4357391  𝑏 

0.0122051 0.0062672 0.0059379 0.0049807 0.0000314 0.0056026 μ̂ = 1.2205139 𝜇  

 

 

200 

0.0047716 0.0030629 0.0017087 0.0023556 1.9205E-6 0.0013858 σ̂ = 0.477162  𝜎 

0.0062076 0.0034895 0.0027181 0.0042160 2.5722E-6 0.0016038 𝜆̂ = 0.6207641  𝜆 

0.0069906 0.0040119 0.0029788 0.0000882 2.236E-6 0.0014953 𝑎̂ = 0.699063  𝑎 

0.0143574 0.0073958 0.0069616 0.0082460 0.0000219 0.0046787 𝑏̂ =1.4357391  𝑏 

 

 لبيانات أوقات الانتظار ة  ص الإحصائي : الخصائ(3) جدول

n Minimum Mean Median Variance Skewness Kurtosis Maximum 

100 0.8 9.777 6.499 52.763 1.488 5.548 38.5 
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 لبيانات أوقات الانتظار خطائها المعيارية )بين قوسين( : تقديرات الإمكان الأعظم وأ(4)جدول

Distribution 𝛍̂ 𝛔̂ 𝝀̂ 𝒂̂ 𝒃̂ 

𝐁𝐓𝐅𝐫(𝝁, 𝝈, 𝝀, 𝒂, 𝒃) 0.41447 

(9.86E-6) 

0.72294 

(0.00012) 

1.61126 

(0.00102) 

1.75529 

(0.00021) 

1.30621 

(0.00044) 

𝐁𝐅𝐫(𝝁, 𝝈, 𝒂, 𝒃) 
1.23395 

(0.00030) 

1.91438 

(0.00071) 

- 

- 

2.26156 

(0.18417) 

0.61609 

(0.00453) 

𝐓𝐅𝐫(𝝁, 𝝈, 𝝀) 
0.41303 

(0.00016) 

0.89309 

(0.00023) 

1E-6 

(0.00095) 

- 

- 

- 

- 

𝐄𝐅𝐫(𝝁, 𝝈, 𝒂) 
0.36903 

(0.00059) 

0.25275 

(0.00061) 

- 

- 

1.33685 

(0.00471) 

- 

- 

𝐅𝐫(𝝁, 𝝈)) 
0.73517 

(0.00050) 

1.67709 

(0.00252) 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

,∗𝑨∗,𝑾نتائج اختبارات: : (5)جدول 𝐊 − 𝐒 لتوزيع  𝐁𝐓𝐅𝐫   لبيانات أوقات الانتظار 

Distribution 𝐴∗ P-value 𝑊∗ P-value K-S P-value 

BTFr 9.1657 0.0771 1.586 0.0918 0.2383 0.1051 

, 𝟐−}ت  إحصائيًا : قيم(6)جدول 𝐀𝐈𝐂 , 𝐂𝐀𝐈𝐂 , 𝐁𝐈𝐂 , 𝐇𝐐𝐈𝐂}   لبيانات أوقات الانتظار 

Distribution −2ℓ AIC AICC BIC HQIC 

BTF 343.2412 353.2413 353.5562 367.6172 359.0829 

BF 358.2911 368.2911 368.6061 382.6671 374.1327 

TF 464.4078 474.4078 474.7228 488.7838 480.2494 

EF 465.9191 475.9191 476.2341 490.2951 481.7607 

F 466.4427 476.4427 476.7576 490.8187 482.2843 

 لبيانات أوقات الانتظار   LR: نتائج اختبار (7)جدول

مقابل توزيعاته    BTFتوزيع 

 الفرعية 

 LR-test الفرضية الصفرية  و البديلة

statistic 
 df  p-value 

𝐻0 𝐻1 

BTF vs BF λ = 0 λ ≠ 0 3.63  1  0.000 

BTF vs TF a = b = 1 a ≠ 1, b ≠ 1 14.52  2  0.000 

BTF vs EF 
b = 1  ,

λ = 0 
b ≠ 1   ,   λ ≠ 0 46.92  2  0.000 

BTF vs  F a = b = 1, λ = 0 a ≠ 1, b ≠ 1, λ ≠ 0 60.92  3  0.000 

 

 التوصياتالفصل الخامس: الاستنتاجات النهائية و 

 (Conclusions)  الاستنتاجات 5.1
اهتمامً  الماضي  العقد  الإحصائيشهد  بين  كبيرًا  ين  ا 

لتطوير عائلات جديدة من التوزيعات المعممة والتي  
التوزيعات   من  للعديد  تعميمات  لاقتراح  استخدمت 

جديد   توزيع  قدمنا  الدراسة،  هذه  وفي   ، الكلاسيكية 
(، وهو تعميم  BTFrيسمى بتوزيع بيتا فرشت المحول)

ويحتوي على   (B-G)  باستخدام عائلة(  TFrلتوزيع )
معلمات  البيانات    خمس  نمذجة  في  مرونة  توفران 

وتوزيع   EFrوتوزيع    BFrالمرصودة، ويتضمن توزيع  
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TFr  وتوزيع   Fr    .خاصة الجديد  كحالات  التوزيع 
(BTFr)    مثل المعروفة  التوزيعات  من  العديد  يعمم 

 ، وتوزيع  EFr، وتوزيع    TFr، وتوزيع    BFrتوزيع  

Frضافة معلمة واحدة للشكل ومعلمتين  ، من خلال إ
من  يمكن استخدامه  لذلك  وثلاث معالم على التوالي،  

التي قد  كأداة إضافية لتحليل البيانات  قبل الممارسين  
في  الأ  تستخدم  التوزيعات  الأربعة  مع   خرى.العادة 

توزيع  وتراكمية  لكثافة  ومفيدة  هامة  مفكوكات   قدمنا 
(BTFr )   صورة على  عنها  التعبير  خلال  من   ،

 مجاميع لانهائية مرحجة من كثافات وتراكميات توزيع 
(Fr  الخصائص بعض  لاشتقاق  واستخدمناها   )

ل من  (  BTFr)  توزيعالرياضية  خصائص  البسهولة 
تمت مناقشة تقدير معلمات  .(Frالمناظرة في توزيع )

للتقدير، وتم    الإمكان الأعظم( بطريقة  BTFrتوزيع )
والتي   المرصودة،  فيشر  معلومات  مصفوفة  حساب 
استخدمت لتقدير التباينات التقريبية وتقدير فترات الثقة 

( توزيع  للمحاكاة    قُدمت(،  BTFrلمعلمات  دراسة 
ل  الكفاءةمن  للتحقق   ادائها  لمقدراتالمقاربة  وتقييم   ،

خلال  أداء  و  من   ، ثبُت  لقد   . الثقة  تطبيق  فترات 
،    BFr    ،TFr والتوزيعات الفرعية  (BTFr)التوزيع

EFr    ،Fr  الحقيقية ، بيانات  على مجموعتين من ال
،  بالاعتمادو  التوافق  جودة  اختبارات  بعض   على 

والمعايير  MLEs)  لـ    المعيارية  والأخطاء  )
, 2ℓ−}المعلوماتية   AIC , CAI𝐶  , BIC , HQIC} 

الإ نسبة  )واختبار  توزيع  أن  يوفر  BTFrمكان،   )
ملاءمة أفضل لنمذجة البيانات المعقدة ويتفوق على  

 توزيعاته الفرعية .

 ( Recommendations)  التوصيات 5.2
الدراسة   هذه  في  المستخدمة  الإجراءات  على  بناءً 

، والتي تساعد  واستنتاجاتها ، نقدم عدد من التوصيات
 .في إجراء المزيد من البحوث والدراسات

إ .1 لاقتراح ودراسة  جراء دراسة مستقبلية  يمكن 
باستخدام عائلة توزيعات  (  TFrلتوزيع )تعميم جديد  

Kumaraswamy generalized     اقترحها التي 
(Cordeiro and Castro,2009 ) 
إ .2 لتقدير معلمات يمكن    جراء دراسة مستقبلية 

تقدير أخرى  با  (BTFrتوزيع ) مثل  ستخدام طرائق 
ومقارنتها    وغيرها   هالبيزيالطريقة  و عزوم  ال  طريقة

 .بالطريقة المستخدمة في هذه الدراسة
  مثل البوستراب  أخرى   محاكاةاستخدام طرائق   .3
(Bootstrap و )( مونتي كارلوCarlo Monte) 

 ومقارنتها بالطريقة المستخدمة في هذه الدراسة.
 ملاءمة   جراء دراسة مستقبلية لمقارنةإ  يمكن .4

 بعض التعميمات الاخرى لتوزيع مع  (  BTFr)  توزيع
(Fr  مع متداخلة  مع  أ  (BTFr)توزيع(غير  و 

اخرى  محولة  مركبة  معالم    توزيعات  عدد  نفس  لها 
 (. BTFr)توزيع

البيانات  BTFr)توزيعاستخدام   .5 لتحليل  في  ( 
 المختلفة. مجالاتال
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  قيم   عند   BTFR  لتوزيع   الاحتمال   كثافة   دوال (: 1شكل) 

 التوزيع   لمعالم   مختلفة 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
  

h(x) 

  قيم   عند   BTFR  لتوزيع   الخطر   معدل   الة د     (: 2) شكل 

 التوزيع   لمعالم   مختلفة 
 

1 2 3 4 5 6

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

1 2 3 4 5 6

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

1, 1, 0, a 1, b 1.

1, 1, 0.5, a 3, b 0.75.

0.5, 1, 0.75, a 2, b 0.5.

0.5, 1, 0.1, a 0.5, b 1.5.

1.5, 1, 0.1, a 1.5, b 2.

1, 1, 0, a 1, b 1.

1, 1, 0.5, a 3, b 0.75.

0.5, 1, 0.75, a 2, b 0.5.

0.5, 1, 0.1, a 0.5, b 1.5.

1.5, 1, 0.1, a 1.5, b 2.
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